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Fyrsti hluti

1. Inga 4 prihyrninga, stjornur og hringi. Tvo form af sému gerd vega pad sama.
Vogirnar tveer hér ad nedan eru i jafnveegi. Hvada valkost maetti setja i stad
spurningamerkis & pridju voginni pannig ad hin sé { jafnveegi?
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Skyring. Gefid er ad
A+ %, =0 (1.1)

0g
28 +0=2% (1.2)

Ef vid setjum pad sama badum megin & pridju vogina pa er hin 1 jafnvaegi. Pad er
jafnan
A4+ ¥ +0=A+ % +0. (1.3)

Baetum ni A 4+ % vid hvora hlid og faum nu
2A 4+ 2% +O=2A +2% 4+ 0. (1.4)

Notum nu jofnur (1.1) annars vegar og (1.2) hins vegar til pess a0 skipta O 1t fyrir
A 4 ¥ og 2% 1t fyrir 2A 4+ O { haegri hlio jofnu (1.4). P4 feest

2A +2% +O=5A+ %40 (1.5)
Fjarlegjum ni A 4+ #* fra badum hlidoum og fdum pvi ad lokum:
A4+ #x+0=440+0. (1.6)

Sem ma teikna sem

o—

A% O ANNNO

Par sem O jafngildir A + * ba er ljost ad O er pyngri en *. bvi er AAAAO
byngra en AAAA¥ . Par sem AAA¥  hefur feerri A en AAAAY% DA er pad
einnig léttara en AAAAO | Somuleidis er AAAO  1éttar en AAAAO . Petta pydir
a0 AANAAO er byngri en hinir valkostirnir og pvi eina rétta lausnin.
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2. 116 manna teiti skdludu allir gestir vid alla hina ndkvaemlega einu sinni. Hve
oft var skalad?

130 X 120 [ 225 L] 240

Skyring. Fyrsta hugmynd geeti verid ad bad sé nég ad velja tvo til ad skala svo
svarid veeri 16 - 15 = 240. Pa erum vid ad velja eitt og svo einhvad annad til pess
a0 skédla. En betta oftelur adeins par sem vid gaetum valio tvo & tvo vegu. Segjum
a0 Jon og Gunna séu i bodinu. Pa geetum vio fyrst valid Jon og svo Gunnu eda vio
gaetum fyrst valio Gunnu og svo Jon. Pvi verdoum vio ad deila med tveimur. Pvi er
lokasvarid % = 120.

3. Hvad er nacsta artal sem er frumtala?

] 2025 X 2027 [ 2028 [ 2031
Skyring. Na eru 2025 = 5 - 405, 2028 = 2 - 1014 og 2031 = 3 - 677 allar samsettar

svon eini valmoguleikinn er 2027 og hun er vissulega frumtala.

4. Askjan til heegri er rétthyrnd 4 alla kanta. Lengd

hennar er 9, breidd hennar 6 og haed hennar 2. -2
Hver er lengd brotastriksins fra horni i gagnsteett T

horn? - 9 6

19 ] 10 X 11 12

Skyring. Af reglu Pybagérasar feest ad lengd hornalinunnar er
V02462 +22 = /81 +36+4=1+121 = 11.

9. Atli 4 helling af 1kr. 5kr. og 10kr. myntum. Hann langar { tyggj6 sem kostar
25kr. Meo hve morgum o6likum samsetningum getur hann borgad fyrir pad?

19 110 11 X 12

Skyring. Par sem heildarsumman er alltaf 25 kr. b4 dkvardast fjold 1 kr. af 5 kr.
og 10 kr. myntum. Vid purfum pvi adeins ad finna hve margar samsetningar af 10
kr. og 5 kr. hafa summ sem er ekki steerri en 25 kr. Hann getur haft enga, eina eda
tveer 10 kr. mynntir.

1. Ef hann hefur enga 10 kr. mynnt pa getur hann valid 0 til 5 Skr. myntir. Pad
gefur 6 leidir.

2. Ef hann velur eina 10 kr. mynnt pa getur hann valid 0 til 3 5 kr. mynntir. Pao
gefur 4 leidir.

3. Ef hann velur tveer 10 kr. mynntir pa getur hann valid 0 til 1 5 kr. mynnt. Pad
gefur 2 leidir.

Heildarfjoldi leioa til pess ad fa 25kr. er pvi 6 +4 + 2 = 12.



sida 4 af 11 2023-2024

6. A myndinni til heegri er svortum pihyrningum radad

upp 1 fimm radir. Pad eru 15 svartir prihyrningar A

og 10 hvitir. Vido myndina er baett nokkrum nyjum

rooum og nu eru 276 svartir prihyrningar. Hvad eru A A
hvitu prihyrningarnir nii margir? & A
(1230 0] 242 X 253 L] 276 AA

iring. Segjum ad pad séu n linur. I efstu linu er 1 svartur prihyrningur og engin
Skyring. Segj d pad 1 I efstu 1 1 svartur prihyrningur og eng

hvitur, 1 annari linu eru 2 svartir prihyrningar og einn hvitur, o.s.frv. par til ad 1 n-tu
linu eru n svartir prihyrningar og n — 1 hvitur. Pad eru pvi 1 +2+---+n = %

n-(n—1)
2

svartir prihyrningar og 0+1+---+(n—1) = hvitir. N1 eru svartir prihyrningar

n(n—1) . o ; 24.23 " , .
—5— = 276 a0 tolu svo n = 24. Pvi eru == = 253 hvitir prihyrningar.

7. Hvert eftirfarandi brota er naest % 4 talnalinunni?

02 0 X 5 03
Skyring. Reiknum mismunina:
L3-1-3
23-3-%
s 3-1-%
Li-5-4

i i l i 7 .z é ; ’ ’ .
Par sem ;5 < 1z < 57 < 55 Da er 1jost ad 3 er neest £ 4 talnalinunni.

8. Skodum hringskifu med midju 1 (0,0) og geisla af
6pekktri lengd. Vid teljum fjolda punkta (a,b)
sem liggja innan { hringskifunni pannig ad a,b €
Z. Hvert af eftirfarandi geeti verid fjoldi punkta?

X 2017 [ 2018 [] 2019 [ 2020

Skyring. Ef (a,b) er punktur med heiltoluhnit innan i hringnum er ljést ad fjéoroungs-
snuningar hans, pad eru punktarnir (b, —a), (—a, —b) og (—b, a) lika & hringsskifunni.
Pessir punktar eru allir 6likir b4 og bvi adeins a0 beir eru ekki allir (0,0). Fjoldi
heiltélupunkta & hringskifunni er pvi 4k +1 fyrir £ € NU{0}. Eina svarid sem kemur
ba til greina er 2017 = 4-504 + 1. (Ef hringskifan hefur geisla af lengd /641 pd liggja
2017 punktar d hringskifunni).
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9. Tveir hringir innan { ferning snerta hvorn annan
og tveer af hlidum ferningsins hvor. Hringirnir
hafa badir geisla af lengd 1. Hver er hlidarlengd
ferningsins?

O1++v2 X2++v2 O2—-v2 H4+2V2

Skyring. Koéllum ferninginn ABC'D og gerum 140 fyrir
a0 hringirnir wy og ws hafi midjurnar O; og Os. wq snertir
hlidarnar AB og BC' og ws snertir hlidarnar C'D og DA.
Latum E og F' vera hornrétt ofanvorp O; og Oy & AB
og latum G og H vera ofanvorp O; og O, & DA. Latum
Q) vera skuropunkt O F og OoH. Kollum snertipunkt w,
og wy P.

Ef vio kollum hlidarlengd ferningsins x og geisla
hringsins r (r = 1) bé sést ad strikid AF hefur lengd-

sida b af 11

H
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ina r par sem AEO,G er rétthyrningur og O1G er geisli wy. Eins hefur strikio F'B
lengina r. Af pessu sést a0 strikid EFF' hefur lengdina x — 2r. Par sem EFO,(Q er
rétthyrningur pa er lengd striksins O»(Q) lika x — 2r. Me0d sama heetti sést ad lengd
striksins O1Q er lika x — 2r. Par sem strikio O;0, skiptist 1 tvo geisla i punktinum
P ba sést ad pad hefur lengd 2r. N1 er prihyrningurinn OO, rétthyrndur med rétt

horn 1 @) svo af relgu Pypagérasar faest ao
01QF° + |0:Q = 0,102,

pbad er
(x —2r)* 4 (x — 2r)? = (2r)2

Einféldun gefur
22% — 8rax + 4r° = 0.

Petta er annars stigs jafna i x svo

8r + \/(8r)2 —4-2-4r2  8r 4+ /3272
B 2.2 1

T

=2r+ \/57“.

Nt er > 2r svo vid alyktum ad x = 2r + v/2r. Par sem r = 1 pa er hlidarlengd

ferningsins = = 2 + /2.

10. Akvardid gildi steerdarinnar 1 +
2+ ———
1
24

24 .
X v/2 003

03

Skyring. Setjum z jafnt steerdinni, fAum jéfnuna r = 1+ 14%9; sem gefur 22 = 2. Par

sem staerdin er jakveed er svarid v/2.
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Annar hluti

11. Tveir mangarar eru jafn rikir. Einn & 5 ribina, 5 perlur og 90 gullpeninga.
Hinn & 8 ribina, 9 perlur og 48 gullpeninga. Rubinar eru dyrari en perlur.
Hvad er virdi eins ribins og einnar perlu til samans i gullpeningum? [ Vird:
rabina og perla eru badi jikvadur heiltélufioldi gullpeninga.|

Svar:

Skyring. Gefid er ad 5r + 5p + 90 = 8r + 9p + 48 bar sem r tdknar virdi ribins i

gullpeningum og p tadknar virdi perlu i gullpeningum. P& feest ad 3r + 4p = 42 par

sem 1 > p, feerum yfir og pattum i 4p = 3(14 — r). P4 sést ad moguleg gildi & 14 — r

eru 4,8 eda 12 pvi r > 0, sem samsvarar gildin 10,6 eda 2 & r. En skilyrdio » > p

utilokar ad r = 2 og r = 6 og pa feest ad lokum r = 10 og p = 3. Svarid er pvi 13.
Petta demi er fra Bhaskara I, Indverskum sterdfraeding uppi a 7. old.

12. Hvad eru til margar heilar tolur n pannig ad (n+1)(n—2) deili (n+3)(n—4)?

Svar:

Skyring. Gerum r4d fyrir ad (n+3)(n —4) = k(n+ 1)(n — 2) bar sem k er heiltala.
P4 feest ad k(n?—n—2) =n?*—n—12=n?—n—2-10, pad er (1—k)(n*—n—2) = 10
svo 1jost er ad n? —n —2 = (n+ 1)(n — 2) parf ad deila 10 og bar med einnig (n + 1)
ogn—2. Pviern—2,n+1¢€ {£1,+2,4£5 +10} svo n € {-8,-3,0,1,3,4,7,12}
ogn € {—11,—-6,-3,-2,0,1,4,9}. Pvier n € {-3,0,1,4}. Préfun leidir { lj6s a0
(n+1)(n — 2) gengur upp 1 (n + 3)(n — 4) fyrir 6ll pessi gildi svo svarid er 4.

13. 1 venjulegum spilastokki eru spil i 13 steerdum og hver steerd kemur fyrir {
fjérum sortum (hjarta, spaoa, tigli og laufi). [ spilinu Rommi er slagur 3 eda
fleiri spil med sému steerd eda slagur er 3 eda fleiri spil 1 160 af sému sort.
Hver er mesti fjoldi spila sem heaegt er ad hafa & hendi an pess a0 vera med
slag?

Svar:

Skyring. BEf vid hofum 27 spil 4 hendi eda fleiri hofum vid a.m.k. 3 = [21] (Pad er
steerstu heilu tolu fyrir ofan %) spil af einhverri steerd (skv. skuffureglu), og erum
pvi med slag. Ef vido hofum hjarta og tigul af 6llum oddatélum og spada og lauf af
6llum sléttum tolum ba hofum vid engan slag.

14. Prihyrningur ABC er jafnhlida. Halfhringurinn
sem hefur midstreng BC' og liggur sému megin mid-
strengsins og A. Hann sker hlidarnar AB og AC' 1
P # B og @ # C. Hver er steerd hornins ZC'PQ 1
gradum talio?

Svar:
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Skyring. Par sem prihyrningur ABC' er jafnhlida bé
eru steerdir allar horna hans 60°. Latum M vera midju
halfhringsins. Par sem strikid BC' er midstrengur hans
ba er M midpunkur striksins. Par sem B og P liggja &
halthringunum pa eru strikin M B og M P jafnlong. Pvi
er prihyrnungur BM P jafnarma svo hornin ZM BP og
/M PB eru jafnstor. Steerd peirra beggja er pvi 60°. Af
reglu um hornasummu prihyrninga sést ad sidast hornid,
ZBMP er einnig 60° af steerd. Prihyrningurinn BM P er bvi jafnhlida. Eins ma sja
a0 prihyrningurinn C'M @ er jafnhlida. Par sem steerdir hornanna ZBM P og ZQMC
eru badar 60° pa sést a0 staerd horninsins ZPM (@) er einnig 60°. Par sem strikin M P
og M@ eru jafnlong pa sést ad hornin LM PQ og ZMQ@P eru jafnstor. Af reglu um
hornasummu prihyrninga feest a0 ZM PQ og ZMQP eru baedi 60° af steerd. Pvi er
prihyrningurinn PM @ jafnhlida. Af pessu sést annars vegar ad hornio ZCQP hefur
staerd 120° og ad strikin QC, QM og QP eru jafnlong. Af pessu sést a0 prihyrningur
CQP er jafnarma og hornin ZC'PQ og ZPC(Q eru baedi 30° af steerd.

15. Téta 4 tening med hlidarlengd 7. Hun & ferningslaga pappir sem hin eetlar
a0 brjota saman utan um tening (4n pess ad rifa) pannig ad hann beki allar
hlidar teningsins. Brunir pappirsins purfa ekki ad skarast. Pappirinn rétt
dugar til a0 bekja teninginn. Hvert er flatarmal hans?

Svar:

Skyring. Par sem pappirinn neer allan hringinn { kringum teninginn b4 er haegt ad
draga beint strik pannig ad lengd pess sé ummal teningsins. Ummal teningsins er
4.7 = 28. Lengsta beina strik sem ma draga innan i ferningi er hornalina hans.
Pbvi er hornalina ferningsins ad minnsta kosti af lengd 28. Ferningur med slika lengd
hornalinu faest med pvi ad tengja saman miopunkta hlida fernings meo hlidarlengd 28
og flatarmal hans er pvi halft flatarmal pess steerri. Flatarmal pess steerri er 282 = 784
svo flatarmél pappirsins parf a0 vera ad minnsta kosti 784/2 = 392. Brjéta ma saman
slikan pappir utan um teninginn eins og synt er & mynd hér ad nedan:
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Pridji hluti

16. Bjor er binn ad naga Ur trjabol form sem sést 4
myndinni. Formid er snuningssamhverft og allir
hringir eru i plani vio jordina, sem tréd stendur
hornrétt 4. Hvert er pad rummal sem bjorinn hef-
ur nagad burt?

[Abending: Rimmal keilu med haed h og grunnflot af
radius r er %’Nh?”Q og rammal sivalnings med sému
hzed og sama grunnflét er whr?.]

Lausn. Riammal sivalningsins { heild er (3+2+3)-42-7 = 1287. Ef vid framlengjum
keilurnar badar sjaum vid a0 paer snertast i mioju og hafa pvi haeod 4. Rimmal keilanna
er bvi 4/3 - 42 - = 647 /3 hvor, og hlutinn sem liggur inn{ smeerri sivalningnum er
1/3-1% -7 = m/3 hvor. Loks er rimmédl smeerri sivalningsins 2 - 12 - 7 = 27, Pvi er
heildarrammélio 1287 — 2 - 64/37 + 2 - 7/3 — 2w = 84.
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17. Synio ad ef a,b, ¢, d eru rauntdlur, staerri en 0, pa gildir
b ¢ d

a
- — > 4. 17.1
b ¢ d a— (17.1)

[/fbendz'ng: Ef z,y eru jakveedar rauntolur ba gildir x + y > 2,/zy.]

Fyrsta lausn. Gerum rad fyrir ad 2,y € Roo. Athugum ad (v/z —/y)* > 0 og
jofnudur gildir ef og adeins ef \/z = /y, bad er z = y. Nt er

(Vo= vo)’ = (V2)' = 2vay+ (Vi)' =z +y — 2/ay.
Af pessu leidir a0

T4y >2\/ry (17.2)
og jafnadarmerki gildir ef og adeins ef x = y. Me0 bvi ad beita 6jofnu (17.2) ba feest

a b /a /c d
b -+ - 2,/ og + > 2 2,/ (17.3)

Beitum 6j6fnu (17.3) og faum

\/5+\F22 G 9/i=2 (17.4)
C a CcC a

Ef vio setjum djofnurnar 1 (17.3) og (17.4) ba feest

P roraraz2(fiyl) =

Onnur lausn. Vio setjum ¥y = 3, T2 = ¢, 13 = S 0og ¥y = ;. Nuerua, b, c
og d jakvaedar svo w1, xo, 3 0og x4 eru pad lika. P4 getum vid beitt ¢jofnunni um
venjulegt og rumfraedilegt medaltal & x1, xo, x3 0g x4 til a0 fa:

d
a

£L’1+£IJ2+£E3+IL’4 %+é+§+d 4abcd 4
= c a> —_——_——— = 1:1
4 4 “Vbeda Vi

N1 gefur margfoldun med 4 ad

18. Finnid oll k € {0,1,2,...} bannig ad 11* + 4% gé frumtala.
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Fyrsta lausn. DPetta gerist bara pegar k = 0. Latum a;, = 11% 4+ 4%+ Nt er
ap=11"4+4'=50ga; =11' +42=27=3-9. Ef k € N pa er

Uy = 11FF2 44703 — 121.11F 41645 = 16- (1154451 +105-11% = 154, +3-5-7-11%.

Af bessu sést a0 ef ay er deilanleg med 3 pa er aj o bad einnig. Eins er ay,o deilanleg
med 5 ef ap er deilanleg med 5. Vid sjadum ba ad ag, as, ay, ... eru allar deilanlegar
med 5 og aj,as,as,... eru allar deilanlegar med 3. Petta synir ad allar tolurnar
ag, a1, as, ... eru deilanlegar med 3 eda 5. Pvi er a, adeins frumtala ef ay = 3 eda
ap = 5. Nt er a = 11F 4 4% > 111 + 41+ =27 > 5 ef k > 1 svo ljést er ad a, er
aldrei frumtala ef k& > 1.

Onnur lausn. Vid notum leifareikning.

Nu er
14l = (1) +1* =1+ (-1)* mod 3.
bvi sést ad 3 gengur upp { 11% + 45+1 ef og adeins ef (—1)¥ = —1 mod 3. DPetta
jafngildir pvi ad k sé oddatala.
FEins er

1 =1F 4 (—D) =14 (=D mod 5.

Pvi sést ad 5 gengur upp { 11% + 4**1 ef og adeins ef (—1)**! = —1 mod 5, pad er
(=1)* =1 mod 5. Pad jafngildir pvi ad k sé slétt.

Vid sjaum pvi ad annadhvort 3 eda 5 gengur upp i allar tolur 4 forminu 11% +45+1,
Ef & > 0 b4 er 11% 4 451 > 27 og er pvi ljéstlega samsett tala. Ef &k = 0 b4 er
11% 4 4*+1 = 5 sem er frumtala. Pvi sést ad k = 0 er eina talan pannig ad 11% 4 4*+1
sé frumtala.

19. Andri og Bjork spila leik par sem i upphafi eru n > 1 hrigur med
ai,as,...,a, > 1 steinum hver. [ hverri umferd velur leikmadur télu k& > 1.
Leikmadurinn & pa ad velja k hrigur og fjarleegja peer tr leiknum, og svo
velja k adrar hriagur og skipta hverri 1 tveer ekki tomar hrigur. Fyrsti leik-
madur til ad geta ekki leikid tapar. Fyrir hvada aq, ..., a, getur Andri unnid
ef hann leikur fyrst?

[Hlutstig fast ef demid er adeins leyst pegar n er slétt tala eda oddatala.)

Lausn. Ljést er ad lokastadan er avallt pegar einn steinn er eftir { hverri hrigu.
Skiptum 1 tilfelli eftir pvi hvort n er slétt, og byrjum & ad skoda slétt n. Pa eru allar
stoodur med 61l a; odda tapstada. Sjaum betta & pvi a0 ef einhver er 1 stéou meo allt
odda verour vidkomandi ad bua til k£ hrigur med sléttri tolu, sem hinn leikmadurinn
getur skipt upp til ad setja fyrsta leikmanninn aftur i st6du meo allt odda. Med
prepun eru petta pvi tapstoour. Par sem n er slétt ma fjarleegja allar sléttar hragur
i einum leik, svo adrar stodur eru ekki tapstodur.
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Skodum béa odda n. Latum p(x) vera hversu oft 2 gengur upp 1 . Nu eru allar
stoour par sem p(a;) = p(as) = -+ = p(a,) tapstoour. Lokastadan uppfyllir petta.
Ef vid byrjum 1 slikri stoou breytum vid p gildi 2k hriga, en einhverjar hrigur eru
6breyttar pvi n er odda. Latum a, vera hriguna med minnsta p og [ fjolda hriga med
strangt steerra p. Ef [ er minni en helmingur hriga getur hinn leikmadurinn svarad
med pvi ad skipta pessum [ hrigum og henda [ 60rum til ad komast i stoou par sem
6ll gildin eru med sama p. Annars getur hann skipt (n — 1)/2 af pessum [ hrigum,
hent (n — 1)/2 til vidbdtar og bara skilid a, eftir 6snert, og einnig komist { st6du par
sem Oll gildin hafa sama p. Nidurstadan er ad tapstéournar eru peer me0 fast p skv.
prepun.
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